TEORETISK OPGAVE 1

Jord-månesystemets udvikling
Afstanden mellem jorden og månen kan bestemmes meget præcist. I 1969 efterlod en måneekspedition nogle specielle spejle på månens overflade. Ved at sende en laserstråle fra jorden til disse spejle, og måle tiden det tager, før man observerer den reflekterede stråle, kan afstanden til månen bestemmes (se Figur 1).
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Ved disse afstandsmålinger har man opdaget, at månen langsomt bevæger sig væk fra jorden. Altså, at afstanden mellem jorden og månen vokser med tiden. Dette skyldes, at tidevandet på jorden giver anledning til et kraftmoment (torque). Dette kraftmoment (torque) giver anledning til en overførsel af impulsmoment (angular momentum) fra jorden til månen (se Figur 2). I denne opgave skal du regne på en model af dette system. 
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1. Impulsmomentbevarelse (angular momentum conservation)
Lad 
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 været det totale nuværende impulsmoment af jord-måne-systemet. Vi vil gøre følgende antagelser/lave følgende simplificeringer i vores model: 

i) 
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 består kun af jordens rotation omkring sin akse, og månens cirkulære bevægelse om jorden. 

ii) Månens bevægelse/translation om jorden er cirkulær, og månen er en punktmasse. 

iii) Jordens rotation og månens cirkulære bevægelse om jorden sker omkring samme akse. 

iv) For at forenkle beregningerne antages det, at disse bevæ​gelser sker omkring en akse gennem Jordens centrum. Jord-måne-systemets massemidtpunkt er altså ikke centrum. I opgaven er alle inertimomenter, kraftmomenter (torque) og impulsmomenter defineret omkring jordens akse. 

v) Der ses bort fra solens påvirkning på jord-måne systemet.

	1a
	Opskriv en ligning for 
[image: image5.wmf]1
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 , det samlede nuværende impulsmoment i jord-måne-systemet. Ligningen skal udtrykkes ved 
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 , jordens inertimoment; 
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 , den nuværende vinkelhastighed (angulære frekvens) af jordens rotation om sin akse; 
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 , månens inertimoment; 
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 , den nuværende vinkelhastighed af månens cirkelbevægelse om jordens centrum. 
	0.2


Overførslen af impulsmoment fra jorden til månen ophører, når jordens omløbstid og månens omløbstid omkring den fælles akse er ens. I denne konfiguration vil tidevandsbulerne netop ligge på linjen mellem jordens centrum og månens centrum, så kraftmomentet (torque) vil forsvinde.

	1b
	Opskriv en ligning for 
[image: image10.wmf]2
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 , det fremtidige endelige samlede impuls​moment i jord-måne-systemet. Ligningen skal udtrykkes ved 
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 , jordens inertimoment; 
[image: image12.wmf]1

M

I

 , månens inertimoment; 
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 ,  af jordens rotation om sin akse og månens cirkelbevægelse om jordens centrum. 
	0.2


	1c
	Se bort fra det bidrag til 
[image: image14.wmf]2
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 , som skyldes jordens rotation om sin akse, og opskriv en ligning for impulsbevarelsen i modellen.
	0.3


2. Endelig afstand mellem jorden og månen og endelig angulær frekvens i jord-måne-systemet
	2a
	Opskriv en ligning for månens fremtidige endelige cirkelbevæ​gelse om jordens centrum. Ligningen skal udtrykkes ved 
[image: image15.wmf]E
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 , jordens masse; 
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 , den endelige angulære frekvens;
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 , gravitationskon​stan​ten; og 
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 , den endelige afstand mellem jordens centrum og månens centrum. 
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	2b
	Opskriv en ligning for den fremtidige endelige afstand, 
[image: image19.wmf]2
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 , mellem jordens centrum og månens centrum. Ligningen skal udtrykkes ved de kendte størrelser, 
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 , det samlede impulsmoment i jord-måne-systemet; 
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 , jordens masse; 
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 , månens masse; og G , gravita​tions​konstanten. 
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	2c
	Opskriv en ligning for 
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 , den endelige fremtidige angulære frekvens i jord-måne-systemet. Ligningen skal udtrykkes ved de kendte størrelser 
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 , 
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 og 
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Nu vil du blive bedt om at finde numeriske værdier for 
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 og 
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 . For at kunne gøre dette, skal du kende jordens inertimoment. 

	2d
	Opskriv en ligning for jordens inertimoment, 
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 , under antagelse af at den er en kugle, der består af en indre kerne med densitet 
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 fra centrum til radius 
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 , og en ydre kappe med densitet 
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 fra radius 
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 til overfladeradius 
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  (se Figur 3).
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 Bestem alle talværdier i denne opgave med 2 betydende cifre.
	2e
	Bestem en værdi for jordens inertimoment 
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 hvis det er givet, at 
[image: image38.wmf]4

1

10

3

,

1

×

=

r

 kg m-3 , og 
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Jordens masse er 
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 kg, og månens masse er 
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 kg . Den nuværende afstand mellem jordens centrum og månens centrum er 
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m. Den nuværende vinkelhastighed af jordens rotation om sin akse er 
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s-1. Den nuværende vinkelhastigheden af månens rotation om sin akse er 
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s-1. Gravitationskonstanten er 
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	2f
	Bestem en værdi for 
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 , systemets samlede impulsmoment. 
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	2g
	Bestem en værdi for den endelige fremtidige afstand 
[image: image49.wmf]2
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 mellem jordens centrum og månens centrum. Svaret skal både gives i meter og i antal nuværende afstande (antal 
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	2h
	Bestem en værdi den endelige fremtidige vinkelhastighed 
[image: image51.wmf]2
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 i enheden 

s-1 . Angiv også det endelige fremtidige døgns længe i antal nuværende døgn. 
	0.3


Tidligere i opgaven så vi bort fra det bidrag til 
[image: image52.wmf]2
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 , som skyldes jordens rotation om sin akse. Nu skal du vise, at denne antagelse er o.k. Dette gøres ved at bestemme forholdet mellem jordens endelige impulsmoment om den fælles akse og månens endelige impulsmoment om den fælles akse. Hvis dette forhold er lille, så er antagelsen o.k.

	2i
	Bestem forholdet mellem jordens endelige impulsmoment om den fælles akse og månens endelige impulsmoment om den fælles akse. 
	0.2


3. Hvor langt bevæger månen sig væk pr. år?

Nu skal du bestemme hvor langt månen bevæger sig væk fra jorden pr. år.  For at kunne dette, skal du kende en ligning for det kraftmoment (torque) som påvirker månen. Antag, at de to tidevandsbuler kan tilnærmes med to punktmasser, hver med massen m. Punktmasserne befinder sig modsat hinanden på jordens overflade, som det er illustreret på Figur 4. Lad 
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 være vinklen mellem linjen gennem de to punktmasser og linjen gennem jordens centrum og månens centrum.
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	Find 
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 , størrelse af kraften mellem månen og den punktmasse, der er tættest på månen. 
	0.4


	3b
	Find 
[image: image57.wmf]f
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 , størrelse af kraften mellem månen og den punktmasse, der er fjernest fra månen. 
	0.4


Nu kan du finde kraftmomenterne (torque).

	3c
	Find 
[image: image58.wmf]c

t

 , størrelse af kraftmomentet (torque) som den nærmeste punktmasse påvirker månen med.
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	3d
	Find 
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 , størrelse af kraftmomentet (torque) som den fjerneste punktmasse påvirker månen med.
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	3e
	Find det samlede kraftmoment (torque) 
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  , som de to punktmasser påvirker månen med. Eftersom 
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 , som har betydning. Du kan eventuelt benytte, at der gælder 
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	3f
	Beregn den numeriske værdi af det samlede kraftmoment 
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 hvis det gælder, at 
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 kg. (Læg mærke til, at størrelsesor​denen af m kun er ca.10-8 gange jordens masse) 
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Kraftmoment (torque) er ændringen pr. tid af impulsmoment (angular momentum). Find den nuværende ændring af afstanden mellem jordens centrum og månens centrum pr. år. I denne del af opgaven skal du udtrykke månens impulsmoment (angular momentum) ved 
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 , 
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	3g
	Find den nuværende tilvækst af afstanden mellem jordens centrum og månens centrum pr. år.
	1.0


Til slut skal du bestemme hvor meget længden af et døgn på jorden ændrer sig pr. år. 

	3h
	Find hvor meget 
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 mindskes pr. år, og hvor meget længden af et døgn på jorden øges pr. år. 
	1.0


4. Hvor bliver energien af?
I modsætning til impulsmomentet, som er bevaret, er systemets totale mekaniske energi (den kinetiske rotations energi og den gravitationelle energi) ikke bevaret. I denne sidste del af opgaven vil vi se på energien. 

	4a
	Opskriv en ligning for E , jord-måne-systemets nuværende me​ka​niske energi. Ligningen skal udtrykkes ved 
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	4b
	Opskriv en ligning for ∆E, ændringen af den mekaniske energi E. Du skal udtrykke ∆E ved ændringen i 
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 og ændringen i 
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. Find en numerisk værdi for ∆E på ét år, ved at indsætte de værdier for ændringen i 
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 og ændringen i 
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 , som du fandt i spørgsmål 3g og 3h.
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Nu skal du sikre dig, at dette tab i energi passer med en bestemmelse af energitabet, som kan findes ved at betragte tabet til varme pga. friktionskræfter i tidevandet på jorden. Antag, at jordens overflade er helt dækket af vand. Dette vand ligger i et 
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 m dybt lag. Hver gang tidevandet stiger, så hæves dette vand i gennemsnit 0,5 m.  Det antages, at når tidevandet ”falder” igen, mistes 10% af den gravi​tationelle energi til varme pga. friktion grundet vandets visko​sitet. Dette sker 2 gange i døgnet. Benyt vands densitet 
[image: image84.wmf]3

10

=

water

r

 kg m-3 , og tyngdeaccelerationen tæt ved jordens overflade 
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	4c
	Bestem en talværdi for massen af jordens vandlag. 
	0.2


	4d
	Hvor meget energi mistes til varme pr. år? Hvordan passer det med den værdi for ∆E pr. år, som du fandt i spørgsmål 4b?
	0.3


Figur 1. En laserstråle fra et observatorium benyttes til at bestemme afstanden mellem jorden og månen meget præcist. 











Figur 4. Skematisk diagram/skitse til at bestemme kraftmomentet (torque) som tidevandsbulerne på jorden påvirker månen med. Skitsen er ikke tegnet i korrekt størrelsesforhold.








Figur 3. Jorden er en kugle med to forskellige densiteter:  � EMBED Equation.3 ��� og  � EMBED Equation.3 ��� .  








Figur 2. Månens tiltrækning giver anledning til tidevand eller ”buler” i jordens overflade. Pga. Jordens rotation er linjen gennem de to tidevandsbuler ikke parallel med linjen mellem jordens centrum og månens centrum. Figuren er ikke tegnet i korrekt størrelsesforhold. 
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