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Karakterisering af jordpartikler/kolloider [Colloids] (10 point)

Studiet af kolloider [Colloidal science] er nyttig til at karakterisere jordpartikler, fordi mange af dem kan
betragtes som kolloider af mikrometerstarrelse. Brownsk bevegelse (tilfaeldig beveegelse af kolloider)
kan f.eks. bruges til at male partikelsterrelser.

Del A. Kolloiders bevagelser (1.6 point)

Vi studerer en endimensional Brownsk bevaegelse af en kolloid partikel med massen M. Bevaegelseslig-
ningen for dens hastighed v(t) er:

Mo = —yo(t) + F(t) + Fo (1), M

hvor ~ er friktionskoefficienten, F'(¢) er en kraft, der skyldes tilfaeldige kollisioner med vandmolekyler, og
F...(t) er en ekstern kraft.

ext

I del A antager vi, at F_(t) = 0.

A1 Antag, at et vandmolekyle kolliderer med partiklen nar ¢ = t,, hvormed partik-  0.8pt
len far tilfort en bevaegelsesmaengde [impulse] 7,. Herefter er F(t) = 0.
Antag at v(t) = 0 fer kollisionen. Da er v(t) = vye~* )/7 for t > ¢, for konstanter
vy 0g 7. Bestem v, og 7 ved hjeelp af I, og sterrelserne i ligning (1).

I de felgende spergsmal ma du bruge i dine svar.

A2 Partiklen kolliderer med flere vandmolekyler, et efter et. Antag, at den i'te kol-  0.8pt
lision tilfarer beveegelsesmangde I, til tidspunktet ¢,. Lad v(0) = 0. Bestem v(¢)
for¢ > 0.
Angiv ogsa en ulighed for de veerdier af ¢;, der skal tages i betragtning for et
given ¢. I svararket er det ikke ngdvendigt at angive dette interval i udtrykket
for v(t).

Del B. Effektiv bevaegelsesligning (1.8 point)

Resultaterne i del A viser at partikelhastighederne v(t) og v(¢') kan ses som ukorrelerede og tilfaldige
starrelser, hvis |t —t’| > 7. Derfor betragter vi en teoretisk model til approksimativt at beskrive en endi-
mensionel Brownsk bevagelse.

Del tiden op i diskrete tidsintervaller af leengde ¢ >> T 0g antag at partiklen hastighed skifter tilfaeldigt i

hvert tidsinterval. Konkret:
U(t) = Un (tn—l <t S tn)7 (2)

hvor ¢, =nd (n =0,1,2,--) 0g v, er tilfeeldige hastigheder med

v,) = v,V :C’(n:m), 3
0,0 =0, (o, { " ®

hvor C er en parameter, der afhaenger af 4.

Her angiver (X) forventningsveerdien af en stokastisk (tilfeeldig) variabel X. Det vil sige, at hvis man tager
gennemsnittet af uendelig mange udfald af X far man (X).
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Betragt nu partikelforskydningen Az(t) = z(¢t) — (0) for tider ¢ = N, hvor N er et helt tal.

B.1 Bestem (Az(t)) og (Ax(t)?) udtrykt ved C, §, og t. 1.0pt

B.2 Sterrelsen (Ax(t)?) kaldes den gennemsnitlige kvadratiske forskydning (MSD).  0.8pt
Det er en karakteristisk sterrelse ved Brownsk bevagelse, i graensen § — 0.
Hermed kan vi vise at C' « 6 og (Az(t)?) o t” i greensen § — 0. Bestem ekspo-
nenterne « 0g .

Del C. Elektroforese [Ectrophoresis] (2.7 point)

Elektroforese [electrophoresis] er transport af ladedede partikler af et elektrisk felt. En opsleemning (ogsa
kaldet suspension) af kolloider med masse M og ladning Q (> 0) anbringes i en smal kanal med et tveer-
snit A (Fig.1(a)). Se bort fra vekselvirkningen mellem partiklerne, effekter fra vaeggen, vaesken, ionerne i
vaesken og tyngdekraften.
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Fig.1: Opstilling til del C.

Ved at pafere et homogent elektrisk felt E i z-retningen transporteres partiklerne, og partikelkoncen-
trationen n(z) (antal partikler pr. volumenenhed) bliver uensartet (Fig.1(b)). Hvis E fjernes, forsvinder
denne uensartethed gradvist. Dette skyldes partiklernes Brownske bevaegelse. Hvis n(x) ikke er ensartet,
kan antallet af hgjre- og venstregaende partikler vaere forskelligt (Fig.1(c)). Dette genererer en partikel-
flux J(z), som angiver gennemsnitlige antal partikler pr. enhed tvaersnitsareal og enhedstid, der flyder
langs z-aksen forbi z,. Denne flux opfylder

JIp(x) = =D——(x), 4)

hvor D er en konstant kaldet diffusionskoefficienten.

Antag, at halvdelen af partiklerne har hastigheden +v og den anden halvdel har hastigheden —v. Lad
N, (z,) veere antallet af partikler med hastigheden +uv, der krydser z, fra venstre mod hgjre pr. tveer-
snitsareal og tidsenhed. For at partikler med hastigheden +wv kan krydse z, i tidsintervallet § skal de
veere i det skraverede omrade i Fig.1(c). Da ¢ er lille, kan vi approksimere n(z) =~ n(zy) + (z — zy) %2 (z) i
dette omrade.

CA1 Bestem et udtryk for NV, (z,). Dit svar skal udtrykkes ved hjeelp af en eller flere  0.5pt
af sterrelserne v, §, n(z,), 0g % ().
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Videfinerer N_(z,) som modstykket til N, (z,) for hastigheden —v. Dermed er J,(zy) = (N, (zq)—N_(z)).
Bemaeerk at fra ligning (3) har vi (v?) = C.

C.2 Bestem Jj,(z,) ved hjaelp af en eller flere af sterrelserne C, 6, n(z,) og 4%(z,).  0.7pt
Brug dit resultat fra ligning (4) til at udtrykke D ved hjeelp af C og §, og (Az(t)?)
ved hjzelp af D og t.

Betragt det osmotiske tryk II. Dette er givet ved IT = ~, BT = nkT hvor N, er Avogadro-konstanten, R
er gaskonstanten, 7' er temperaturen og k = N% er Boltzmann-konstanten.

Betragt en ikke-ensartet partikelkoncentration n(x) skabt af et E-felt. Dermed er II(z) en funktion af
x. Betragt et lille udsnit af leengde Az. I dette lille udsnit udligner kraften fra det elektriske felt £ og
kraefterne fra de osmotiske tryk II(x) og II(z + Az) hinanden.

Bemaerk, at Az er lille sa vi kan approximere

n(z + Az) —n(z) ~ Az9(z). Tillige kan vi antage at n(x) er konstant.

I(x)A E i I(x + Ax)A

x+Ax
Fig.2: Kraftbalance.

C.3  Udtryk 22 (z) ved hjeelp af n(z), T, Q, E og k. 0.5pt

Betragt nu fluxbalancen:

Udover partikelfluxen J,(z) fra den Brownske bevaegelse, er der ogsa en partikelflux fra det elektriske
felt, J,(z) givet ved

Jo(x) = n(z)u, ()

hvor  er terminalhastigheden for partikler, der drives af feltet.

Cc4 Antag (v(0)) = 0 og (F(t)) = 0 for alle tider ¢. 0.5pt
Bestem (v(t)) og u = lim,_, . (v(t)) ved at bruge ligning (1) med F_,(¢t) = QE.

C5 Bemaerk, at kontinuitetsligningen/fluxbalancen giver J(z) + Jg(z) = 0. Udtryk  0.5pt
diffusionskoefficienten D ved hjeelp af k, v, og T.

Del D. Gennemsnitlig kvadratisk forskydning[Mean square displacement] (2.4 point)

Vi observerer den brownske bevaegelse af en isoleret, sfeerisk kolloid partikel med radius a = 5.0 um i
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vand. Figur 3 viser histogrammet af forskydninger Az malt i z-retningen ved hvert interval At = 60 s.
Friktionskoefficienten er v = 6man hvor n = 8.9 x 107* Pa - s er vandets viskositet. Temperaturen er T' =
25 °C.
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Fig.3: Histogram over forskydninger.

D.1 Estimér vaerdien af N, op til to betydende cifre ud fra dataene i Fig.3, uden 1.0pt
at bruge det faktum, at det er Avogadro-konstanten . Gaskonstanten er R =
8.31 /K- mol. Brug ikke den veerdi af Boltzmann-konstanten %, der er angivet i
de generelle instruktioner. Bemaerk at du kan fa en anden veerdi for Avogadro-
konstanten end den, der er angivet i de generelle instruktioner.

Nu udvider vi modellen i del B til at beskrive bevaegelsen af en partikel med ladning Q i et elektrisk felt
E. Partikelhastigheden v(¢) i ligning (2) skal erstattes af v(¢t) = u + v, (t,_; < t < t,), hvor v,, opfylder
ligning (3), og u er terminalhastigheden fra ligning (5).

D.2 Udtryk den gennemsnitlige kvadratiske forskydning (Az(¢)?) ved hjeelp af u, D,  0.8pt
og t. Find omtrentlige potenslove for sma t og store ¢, samt det karakteristiske
tidspunkt ¢,, som adskiller de to regimer. Tegn en skitse af den gennemsnitlige
kvadratiske forskydning i et log-log plot og angiv den omtrentlige placering af

t,.

*

Vi betragter nu svemmende mikrober (Fig.4(a)). I denne model vil vi kun se pa én dimension (Fig.4(b)).
Mikrober kan modelleres som sfaeriske partikler med radius a. De svgmmer med en hastighed pa enten
+uy eller—u,, med tilfeeldigt fortegn i hvert tidsinterval 6, og uden korrelationer mellem fortegnene. Den
observerede bevaegelse er en kombination af forskydninger pa grund af svemning og forskydninger pa
grund Brownsk beveegelse.
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Fig.4: (a) Bevaegelse af mikrober. (b) Den endimensionelle version.

(Az(t)?) (um?)

10* g

D.3 Figur 5 viser den gennemsnitlige kvadratiske forskydning (Axz(t)?) for disse mi-  0.6pt
krober og viser forskellige potenslove for sma, store og mellemliggende ¢, som
angivet med stiplede linjer. Find en potenslov for hvert tidsinterval, og udtryk
den ved hjzelp af en eller flere af starrelserne D, v, d,, 0g t.

t (sec)

107

Fig.5: Gennemsnitlig kvadratisk forskydning af mikroberne.

Del E. Rensning af vand (1.5 point)

I denne delopgave betragter vi rensning af vand, herunder kolloideagtige jordpartikler som vi tilsaetter
elektrolytter for at koagulere dem. Partiklerne interagerer gennem van der Waals-krzefter og elektro-
statiske kraefter. De elektrostatiske kraefter inkluderer effekter af bade overfladeladninger og det omgi-
vende lag af modsatladede ioner (henholdsvis kaldet modioner og det elektriske dobbeltlag; Fig.6(a)).
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Som konsekvens er interaktionspotentialet for partikelafstanden d (Fig.6(b)) givet ved

A Be(kT)?
U(d) =-5+ e(qQ L (6)

hvor A og B er positive konstanter, e er permittiviteten for vand, og X er tykkelsen af det elektriske
dobbeltlag. Antag at ionernes ladninger er +¢. Da er

ekT
— 7
2N ¢3¢ 0

hvor c er stofmaengdekoncentration af ioner.

(@) o 2 o o —~o (b)

S) © 06 ©
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Fig.6: (a) Overfladeladninger af kolloider og modioner. (b) Definition af afstanden d.

E.1 Ved at tilseette natriumchlorid (NaCl) til opsleemningen, vil kolloiderne koagu-  1.5pt
lere. Bestem den laveste koncentration ¢ af NaCl, der er nedvendig for koagu-
lering. Det er tilstraekkeligt at betragte to partikler uden termiske fluktuationer,
dvs. F(t) = 0iligning (1). Du kan antage, at terminalhastigheden for den givne
potentielle kraft nas gjeblikkeligt.




