Opgave blå
I en given fysisk ligning skal begge sider af ligningen være af samme type, det vil sige, at de må have samme enhed. For eksempel kan man ikke have en situation hvor højresiden af ligningen udtrykker en længde og venstresiden et tidsrum. Ved udnyttelse af dette kan man ofte udlede fysiske love et langt stykke af vejen uden at skulle gennemføre en analytisk løsning.

     Hvis vi for eksempel blev bedt om at finde den tid, det tager et legeme at falde fra højden h under påvirkning af tyngdefeltet g, kunne vi bare konstruere en formel med g og h, som giver et tidsrum, og den eneste mulige måde at gøre det på er et udtryk af formen 
[image: image47.bmp]. Bemærk dog, at formlen indeholder en endnu ubestemt, dimensionsløs konstant, som derfor ikke kan fastlægges ved denne metode. Denne koefficient kunne være et tal som fx 1, 1/2, 
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, 
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 eller et hvilket som helst andet tal. Denne metode til udledelse af fysiske love kaldes dimensions​analyse. I dimensionsanalyse bekymrer vi  os slet ikke om dimensionsløse konstanter, og vi und​lader simpelthen at nedskrive dem. Heldigvis er disse koefficienter oftest af størrelsesordnen 1, og undladelsen af dem giver derfor ikke ændringer i fysiske resultaters størrelsesorden. Eksem​pel​vis vil dimensionsanalysen af det frie fald ovenfor give det ikke helt korrekte resultat 
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Generelt udtrykkes dimensionen af en fysisk størrelse ved hjælp af dimen​sionerne af fire grundlæggende størrelser: M (masse), L (længde), T (tid) og K (temperatur). Dimensionen af en vilkårlig fysisk størrelse x betegnes [x]. Eksempelvis kan vi udtrykke dimensionerne af fart v, kinetisk energi 
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, og specifik varmekapacitet 
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 på følgende måde
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1 Fundamentale naturkonstanter og dimensionsanalyse 

	1.1
	Find dimensionerne af følgende naturkonstanter udtrykt ved de ovenstående stør​rel​ser længde, masse, tid og temperatur: Planck-konstanten h, lysets fart c, den uni​ver​​selle gravitationskonstant G, og Boltzmann-konstanten  
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Et sort legemes strålingsintensitet ved overfladen er den udstrålede energi pr. tid pr. areal. Stefan-Boltzmann’s lov udtrykker, at strålingsintensiteten ved et sort legemes overflade er 
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, hvor 
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er Stefan-Boltzmann’s konstant, og 
[image: image13.wmf]q

 er det sorte legemes absolutte temperatur.

	1.2
	Bestem dimensionen af Stefan-Boltzmann’s konstant udtrykt ved hjælp af dimen​sionerne af længde, masse, tid og temperatur.
	0.5


Stefan-Boltzmann’s konstant er ikke en fundamental naturkonstant; den kan nemlig udtrykkes ved de fundamentale naturkonstanter på formen 
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. Her er a en dimensionsløs parameter af størrelsesorden 1. Som nævnt før, er den eksakte værdi af a ikke tilgængelig med vores metode, så vi sætter den bare til 1.

	1.3
	Bestem potenserne 
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,
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,
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, og 
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 ved hjælp af dimensionsanalyse.
	1.0


Opgave rød 

I denne del af opgaven skal du finde nogle egenskaber for sorte huller ved brug af dimen​sions​analyse. Alle de egenskaber ved sorte huller, som vi skal beskæftige os med her, afhænger udelukkende af det sorte huls masse. Et sort hul har en såkaldt begivenheds​horisont, som kort fortalt er kugleformet afgrænsning af det sorte hul. Indenfor er tyngde​kraften så stor at intet lys kan undslippe.

Der ønskes nu udledt en ligning mellem det sorte huls masse m, arealet af begivenheds​horisonten A, lysets fart c og den universelle gravitationskonstant G. Som i opgave 1.3 skriver vi 
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	2.1
	Bestem potenserne 
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, 
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, and 
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 ved hjælp af dimensionsanalyse.
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Af resultatet i opgave 2.1 følger, at arealet af et sort huls begivenhedshorisont vokser med massen. Ifølge den klassiske fysik undslipper der intet fra et sort hul, og derfor kan arealet af det sorte huls begivenhedshorisont ikke aftage. Inspireret af termodynamikkens 2. hovedsætning foreslog Bekenstein at udvide begrebet entropi til sorte huller som en størrelse proportional med arealet af begivenhedshorisonten, dvs. 
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, hvor  er en fysisk konstant (med enheder). Dette forslag støttes af andre mere overbevisende argu​menter.

	2.2
	Bestem dimensionen af entropi. Benyt hertil termodynamikkens ligning til defini​tion af entropi 
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 hvor dQ er varmen, der udveksles med omgivelserne, og  er den absolutte temperatur.
	0.2


	2.3
	Bestem som i opgave 1.3 en formel for   udtrykt ved de fundamentale naturkon​stanter h, c, G og  kB.
	1.1


Bemærk: Benyt ikke dimensionsanlyse til løsning af resten af opgaven. Derimod må du gerne benytte de resultater , som du har opnået i de tidligere spørgsmål.

2 Hawking -stråling

Ved brug af kvantemekaniske betragtninger har Hawking argumenteret for, at sorte huller, i modstrid med klassisk fysik, udsender stråling svarende til stråling fra et sort legeme med en vis temperatur, den såkaldte Hawking-temperatur 
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	3.1
	Anvend udtrykket 
[image: image26.wmf]2

mc

E

=

, der angiver et sort huls energi som funktion af dets masse, samt termodynamikkens love til at udtrykke Hawking-tempe​ra​tu​ren 
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 af et sort hul ved hjælp af dets masse og de fundamentale na​tur​konstanter. Antag, at det sorte hul ikke udfører et arbejde på omgivelserne.
	0.8


	3.2
	Massen af et sort hul vil således ændre sig på grund af Hawking-strålingen. Benyt Stefan-Boltzmann’s lov til at udlede hvorledes masseændringen pr tid for et sort hul afhænger af Hawking-temperaturen
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og udtryk denne af​hæng​ighed ved hjælp det sorte huls masse og de fundamentale natur​konstanter.
	0.7


	3.3
	Bestem den tid t*, det tager et isoleret sort hul med massen m at fordampe fuld​stændigt, dvs. miste hele sin masse. 
	1.1


Termodynamikken for et sort hul har særprægede træk. Eksempelvis er varmekapaciteten for et sort hul negativ.

	3.4
	Find varmekapaciteten for et sort hul med massen 
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3 Sorte huller og den kosmiske baggrundsstråling

Den kosmiske baggrundsstråling er en sortlegeme-stråling med temperaturen 
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 som påvirker alle legemer i universet. Et legeme med overfladeareal A vil derfor modtage energi fra universet med effekten 
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. Et sort hul modtager således energi fra den kosmiske baggrundsstråling udover at det mister energi ved Hawking-stråling.
	4.1
	Find masseændringen pr. tid for et sort hul udtrykt ved massen, bagrunds​stråling​ens temperatur og de fundamentale naturkonstanter. 
	0.8


	4.2
	Ved en bestemt masse m* vil massen af et sort hul forblive konstant. Find m* udtrykt ved 
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 og de fundamentale naturkonstanter.
	0.4


	4.3
	Anvend dette svar til at substituere 
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 i dit svar fra 4.1, og find et udtryk for masse​ændringen pr. tid som funktion af m, m* og de fundamentale naturkon​stanter.
	0.2


	4.4
	Find Hawking-temperaturen af et sort hul, der er i termisk ligevægt med den kosmiske baggrundsstråling.
	0.4


	4.5
	Er ligevægtstilstanden stabil eller ustabil? Begrund dit svar matematisk.
	0.6


Opgave orange
I denne opgave skal vi undersøge en simpel model for et accelerometer, som skal benyttes til at aktivere airbags i biler under en kollision. Vi vil gerne lave accelerometeret i form af et elektro-mekanisk system på en sådan måde, at når accelerationen overskrider en vis tærskelværdi, så vil én af systemets elektriske parametre, fx en elektrisk spænding et bestemt sted i systemet, overskride en tilsvarende tærskelværdi, hvilket så skal udløse airbaggen.

Bemærkning: der ses bort fra tyngdekraften i hele denne opgave.
1 Betragt en pladekapacitor som vist i Figur 1. Pladerne er identiske, hver især med arealet A, og afstanden mellem dem er d. Denne afstand er meget mindre en pladernes udstrækning. Den ene plade kan bevæge sig, idet den som vist er forbundet til en fast væg via en fjeder med fjeder​konstanten k, mens den anden plade sidder fast. Når afstanden mellem pladerne er d, er fjederen hverken strakt eller sammenpresset, så ingen kræfter virker på den i denne situation. Antag, at luften mellem pladerne har en permittivitet svarende til vakuumværdien 0. Kapacitorens kapa​citans i denne situation er C0 = 0 A/d. Vi anbringer nu ladningerne +Q og Q på pladerne og lader system finde hen i mekanisk ligevægt. 
	
[image: image34]

	Figure 1


	1.1
	Find den elektriske kraft FE som pladerne påvirker hinanden med i ligevægt.
	0.8


	1.2
	Lad x være forskydningen af den plade, som er fastgjort til fjederen. Bestem x.
	0.6


	1.3
	Find i ligevægtsstillingen det elektriske spændingsfald V mellem kapacitor​pladerne udtrykt ved størrelserne Q, A, d, og k.
	0.4


	1.4
	Lad C betegne kapacitorens kapacitans, defineret som forholdet mellem ladning og spændingsfald. Bestem C/ C0 udtrykt ved størrelserne Q, A, d, og k. 
	0.3


	1.5
	Hvad er den totale energi U oplagret i systemet udtrykt ved Q, A, d, og k?
	0.6


Figur 2 viser en masse M, som er fastgjort til både en ledende, masseløs plade og til to ens fjedre hver med fjederkonstanten k. Den ledende plade kan bevæge sig frem og tilbage mellem de på figuren viste to fastsiddende, ledende plader. Alle tre plader er ens med arealet A, og tilsammen udgør de to parallel-plade kapacitorer. 

     Som vist i Figur 2 er de to fastsiddende plader forbundet til givne spændingsfald V og V, mens den bevægelige plade i midten er forbundet til jord gennem en kontakt med to mulige stillinger. Ledningen, som er forbundet til den bevægelige plade, forstyrrer ikke den bevægelige plade. Alle tre plader er hele tiden parallelle. Når hele opstillingen ikke accelereres, vil afstanden fra hver af de to faste plader og den bevægelige plade være d, som er meget mindre end pladernes udstrækning. Man kan se bort fra tykkelsen af den bevægelige plade.

	
[image: image35]

	Figur 2


Kontakten kan stå i en af de to stillinger α og β. Antag, at hele opstillingen accelereres med bilen, og at accelerationen er konstant. Antag endvidere, at fjedrene ikke svinger under den konstante acceleration, og at alle komponenter er i ligevægtsstillinger, forstået på den måde, at de ikke bevæger sig i forhold til hinanden og heller ikke i forhold til bilen. 

     På grund af accelerationen vil den bevægelige plade være forskudt et stykke x fra midten mellem de to faste plader. 

2 Betragt det tilfælde, hvor kontakten er i stilling α, dvs. den bevægelige plade gennem en ledning er forbundet til jord.

	2.1
	Bestem ladningen på hver af de to pladekapacitorer som funktion af x.
	0.4


	2.2
	Bestem den samlede størrelse af den elektriske kraft på den bevægelige plade som funktion af x.
	0.4


	2.3
	Antag, at d >> x og at man kan se bort fra led med x2 i forhold til led med d2.  Brug dette til at forenkle svaret af forrige spørgsmål. 
	0.2


	2.4
	Bestem den samlede kraft på den bevægelige plade, (dvs. summen af de elektriske kræfter og fjederkræfterne) på formen keff∙x og find et udtryk for keff. 
	0.7


	2.5
	Udtryk den konstante acceleration a som funktion af x.
	0.4


3 Antag nu, at kontakten er i stilling β, dvs. den bevægelige plade er forbundet til jord gennem en kapacitor. Kapacitorens kapacitans er CS. Den bevægelige plade er forskudt x fra midterstillingen. 

	3.1
	Find spændingsfaldet VS over kapacitoren CS som funktion af x. 
	1.5


	3.2
	Antag igen, at d >> x og se bort fra led med x2 i forhold til led med d2. Brug dette til at forenkle svaret på forrige spørgsmål.
	0.2


4 Det er nu et ønske at tilpasse parametrene i modellen, så airbaggen på den ene side ikke udløses ved normal bremsning, men at den på den anden side udløses så hurtigt under en kollision, at den forhindrer førerens hoved i at ramme forruden eller rattet. Som det fremgår af 2. del af opgaven, kan den samlede kraft fra fjedrene og de elektriske ladninger reræsenteres af kraften fra en fjeder med den effektive fjederkonstant keff. Hele systemet svarer således til et system med én masse og én fjeder, hvor massen er M og fjederkonstanten keff, som er udsat for en konstant acceleration a, som i dette problem er accelerationen af bilen.
Bemærk: antagelsen om, at massen og fjederen er massen af fjederen er i ligevægt under en kon​stant acceleration, er ikke længere gældende, dvs. man kan ikke regne med, at massen og fjederen er i hvile i forhold til bilen.

Se bort fra gnidning og benyt følgende numeriske værdier for opgavens parametre i det følgende:

d = 1,0 cm,  A = 2,5∙102 m2,  k = 4,2∙103 N/m,  ε0 = 8,85∙1012 C2/Nm2,  V = 12 V,   M = 0,15 kg.

	4.1
	Benyt parameterværdierne til at finde forholdet mellem den elektriske kraft, som blev beregnet i afsnit 2.3, og kraften fra fjedrene. Vis, at man kan se bort fra de elek​triske kræfter sammenlignet med fjederkræf​ter​ne
	0.6


Selvom vi ikke har beregnet de elektriske kræfter i det tilfælde, hvor kontakten står i stilling β, kan man helt tilsvarende vise, at også i denne situation er de elektriske kræfter så små, at man kan se bort fra dem.

	4.2
	En bil, som bevæger sig med konstant hastighed, bremser pludselig med en konstant acceleration a. Bestem en formel for den maksimale udsving af den bevægelige plade.
	0.6


Antag, at kontakten er i stilling β, og at systemet er designet, så når spændingsfaldet over kapacito​ren bliver 0,15 V, udløses airbaggen. Vi ønsker ikke, at airbaggen udløses ved en normal opbremsning, hvor accelerationen er mindre end tyngdeaccelerationen på g = 9,8 m/s2, men at den udløses, hvis accelerationen overskider denne værdi.

	4.3
	Bestem den værdi, som CS skal have, hvis dette skal opfyldes.
	0.6


Vi ønsker endvidere, at airbaggen udløses hurtigt nok til at forhindre, at førerens hoved rammer forruden eller rattet. Antag, at bilens acceleration under en kollision lige netop har oveskredet g. Antag endvidere, at førerens hoved under kollisionen fortsætter med at bevæge sig med konstant hastighed.

	4.4
	Vælg selv en realistisk værdi for afstanden mellem hoved og rat under kørslen. Find tiden t1 fra kollisionen til hovedet rammer rattet, hvis airbaggen ikke var blevet udløst. 
	0.8


	4.5
	Find tiden t2 som går, inden airbaggen bliver udløst, og antag, at airbaggen åbner øjeblikkelig efter aktivering. Sammenlign t2 med t1. Bliver airbaggen udløst i tide? 
	0.9
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